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Logique
Crise des fondements en mathématique

Paradox de Russell
Soit R={x|x¢x}. OnaReR< R¢R.

Programme de Hilbert
o Complétude: est-ce que tout ce qui est "vrai” est
"prouvable”?
o Consistance: est-ce qu'on peut prouver un énoncé et son
contraire?
e Decidabilité: peut-on décider si un énoncé est valide ou pas?)
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Logique
Crise des fondements en mathématique

Paradox de Russell
Soit R={x|x¢x}. OnaReER<R¢R.

Programme de Hilbert
@ Incomplétude de I'arithmétique du premier ordre [Godel 31]

@ Les mathématiques ne peuvent pas montrer leur propre
consistance [Godel 31]

@ Indécidabilité de I'arithmétique du premier ordre [Tarski 35]

L'histoire aurait pu s'arréter |a...
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Formule ¢
p—pVa, pVqg—p
Validité =0
~Fpvg—p (p=L,qg=T)
Ep—pVag

Prouvabilité

pFp.q
ptpVaq
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Logique et infomatique

Théorie de modeéles et vérification

= Qs — @p

hﬂodelchecker
OUUNON
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Logique formelle Informatique

> Vérification

Théorie des
modeles

Théorie de la
démonstration

)

5/22



Logique et informatique

Théorie de la démonstration et programmation fonctionnelle
Correspondance de Curry-Howard

Théorie de la démonstration Programmation fonctionnelle
@ Preuves @ Programmes
@ Formules @ Types
@ Elimination des coupures @ Exécution
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Logique et informatique

Théorie de la démonstration et programmation fonctionnelle

Regle de coupure
L L=T

C
- (Coupure)

Elimination des coupures (Gentzen 1934)
Toute preuve en logique classique peut étre transformée en une
preuve sans coupures.
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Preuves circulaires
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Preuves usuelles

Enoncé T
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Preuves circulaires

Axiome; T

E Axiomes
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Preuves circulaires

Axiome; T

E Axiomes

T

Attention aux contradictions!
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Preuves circulaires

Ma these

Les preuves circulaires ont un réel statut de preuve théorique
elles peuvent étre appliquées a
d’autres domaines comme la vérification formelle.
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Complétude constructive pour le p-calcul linéaire
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Paradigme de vérification
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Paradigme de vérification

Systéme S Propriété P

?
= @s — @p

s

Y
Formule ¢g Formule ¢p

Model checker

OUI/NON

@ Besoin de certificats.

@ Les preuves sont des bons candidats.
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Paradigme altérnative de vérification

Systéme S Propriété P

2

= (PS-—> op

Y Y
Formule ¢g Formule ¢p

(Producteur de certificats)

|

Certificat/Contre-exemple

@ Besoin de certificats.

@ Les preuves sont des bons candidats.
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Complétude du p-calcul

Theorem (Kaivola 1995)

Si une formule du p-calcul est valide alors elle est prouvable dans
le systéme de Kozen.
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Complétude du p-calcul

Theorem (Kaivola 1995)

Si une formule du p-calcul est valide alors elle est prouvable dans
le systéeme de Kozen.

La preuve de Kaivola n'est pas constructive et ne donne
pas de moyen de construire une preuve d'une formule valide.

Theorem 12.2, Part |l

Si une formule du p-calcul est valide alors on peut en construire
une preuve dans le systéme de Kozen.
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|dée de la preuve de complétude
Trouver un sous-ensemble @ C .% tel que:
© Toute formule valide de € est prouvable.

@ Pour toute formule valide ¢, il existe une formule valide y de
¢ tel que W — @ est prouvable.
(1) (2)

v V=09
¢

coupure

)
X
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coupure
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S

Si € est trop grand, (1) devient aussi difficile que la complétude.
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Trouver un sous-ensemble @ C .% tel que:
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@ Pour toute formule valide ¢, il existe une formule valide y de

¢ tel que ¥ — @ est prouvable.
1) (2)

v V=9
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coupure

)
S

Si € est trop petit, le probleme (2) devient difficile.
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|dée de la preuve de complétude
Trouver un sous-ensemble @ C .% tel que:
© Toute formule valide de & est prouvable.
@ Pour toute formule valide @, il existe une formule valide v de

€ tel que v — @ est prouvable.
1) (2)

v V=9
¢

coupure

)
S

La preuve de Kaivola utilise une classe de ce type.
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e
Notre idée pour la complétude

Pourquoi ne pas introduire plusieurs classes au lieu d'une?
Fyva wabwys wysbye ywhbyr ybe
Fo

(cut)
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Notre preuve de complétude

Comment trouver ces classes ?
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Notre preuve de complétude

Comment trouver ces classes ?

Trois difficultés Théorie des automates
Alternance de A et VvV Alternance
Alternance de u et v Conditions de parité

Présence de Vv Non-déterminisme

En théorie des automates, on sait résoudre ces difficultés.
— Importer ces idées en utilisant les preuves circulaires.
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e
Notre preuve de complétude
21 [21F 2] (2] (2]

[Z]F ]
Fo

[Z]Fo

(Cut)
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Et les preuves circulaires dans tout cela?

Utilisée comme un systéme de preuve intermédiaire:

., @ . . 2
Validité Q> Preuves circulaires Q> Preuves de Kozen

(1) Implémenter les algorithmes de transformation d’automates
pour la recherche de preuve

(2) Algorithme de transformation de preuves circulaires vers
preuves usuelles.

20/22



Conclusion

‘O @ (=»

«E>»

et 2122




Conclusion

Ma these

Les preuves circulaires ont un réel statut de preuve théorique
elles peuvent étre appliqués a
d’autres domaines comme la vérification formelle.

Et apres?

Faire accepter les preuves circulaires comme mode de preuve
standard dans la communauté.
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Merci pour votre attention!
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